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Notations

On présente quelques notations utilisées dans ce rapport.
— Soit w = (w1, ws,w3) € R®, W = (wy,ws) et W = (wy, —wy).

— u(t) la dérivée en temps de u(t)

—R(H) = <cos(9) —sin(#)

sin(8)  cos(d) > la matrice de rotation d’angle 6

— v X w le produit vectoriel

1 Introduction

On s’intéresse au cours de ce stage a des écoulements de plasmas dans un tokamak, modélisés par ’équation
de Vlasov. Les particules constituant le plasma sont représentées par f(¢,z,v), une densité de présence d’une
population de particules chargées de masse m et de charge ¢. Les plasmas de tokamak sont confinés & 1’aide
d’un champ magnétique intense. Les particules constituant le plasma sont ainsi transportées sous ’action de
la force électro-magnétique g(E 4+ v x B), et leur évolution est également déterminée par les collisions entre
elles représentées par un opérateur de collision Q).

L’équation de Vlasov s’écrit ainsi

8tf+v-VIf+%(E+v xB)-Vof =Q(f), (t,z,v)€R, x RS x RS, (1.1)
On la munit d’'une condition initiale
f0,2,0) = fo(z,v), (z,0) € R® x R®. (1.2)

On considére des densités vérifiant I’hypothése physiquement cohérente que f posséde une décroissance rapide
en v. Cette propriété peut-étre obtenue en 'imposant a la condition initiale fy. On suppose durant ce stage
que le champ électrique E et le champ magnétique B sont des données du probléme, c’est-a-dire qu’il n’y
a pas de couplage avec les équations de Maxwell. Un régime intéressant pour décrire la dynamique des
plamas de tokamak est le régime du rayon de Larmor fini. Il consiste & supposer que la longueur typique
dans la direction perpendiculaire aux lignes de champ est du méme ordre que le rayon de Larmor tandis
que la longueur typique dans la direction paralléle est bien plus grande [9]. Cela se traduit par un champ
mangétique intense. Pour simplifier le modéle, on supposera que les lignes de champ magnétique sont paralléles
a la direction x3. Le champ étant intense, on introduit un paramétre d’échelle € supposé petit et tel que le
champ magnétique uniforme et stationnaire s’écrive B = (0, 0, g), B € R. On introduit un second paramétre
d’échelle T réprésentant la fréquence des collisions entre les particules. Aprés une remise a I’échelle, le modéle
cinétique se réécrit

Ot +alt,r,v)  VaofoT + @ Ve fST = %Q(f)? (1.3)
avec la dynamique paralléle générée par
a(t, z,v) - V.o = 300, + %E(t,x) Vo, (1.4)
et la dynamique perpendiculaire générée par
_ 4B

b(x,v) - Vg = 0105, + 0205, +w(v20y, —010y,), w (1.5)

m

En partant du modele cinétique ([1.3]), on peut dériver un modéle gyrocinétique étant une bonne approxi-
mation du modeéle initial lorsque € est petit. On décrit trés briévement la démarche réalisée dans [1]. On peut



filtrer les oscillations en appliquant le changement de variables

t
X =x(—2
( svxvv)a
V:V(*E,I’,U), (16)
Z = (Xa V)a

ou Z = (X,V) est le flot caractéristique associée a b

X(s,X,V)=(X+ %(Ig — R(~ws))"V, X3),
V(s, X, V) = (R(~ws)V, V).

(1.7)

Notons que Z est T.-périodique en s avec T, = 27” la période cyclotronique. Le changement de variable peut
se réécrire comme une exponentielle de matrice

00 0 1 0 0
00 0 0 1 0
000 O 0O
_ SA _
Z(s,7)=e*"2Z, A= 000 0 w O (1.8)
000 —w 0 O
00 0 0 0 O

Les valeurs propres de A étant imaginaires, on retrouve que s — 547 est périodique. On remarque que plus
€ est petit, plus les oscillations sont rapides. On définit la densité filtrée F'©7

Fom(t, X, V) = fE’T(t,X(g,X,V),V(g,X, V). (1.9)

On peut alors réécrire le modeéle (1.3). En définissant ¢(s)a(t) := 2Z(—s, Z(s,-))a(t, Z(s,-)) et en notant
Gs = G o Z(s,-) pour toute densité G, on a

1Q(F67T(t)7t/s>t/s (110)

T

O F*T + gp(t/e)a(t) : Vx)vFE’T =

On fait maintenant tendre € vers 0 a ’aide de la théorie de la moyennisation afin d’obtenir le modéle gyroci-
nétique suivant

O+ {alt) - Vxw F™ = - (@) (F), (111)
avec
f
(alt) (X.V) = - /(p(s)a(t, X(s, X, V), V(s, X, V) ds
. 0 (1.12)
_ Ti/ (}B(IQ — R(ws)) E(t, X(s, X, V), Vs, %(R(ws)ﬁ, Es)(t, X(s, X, V))) ds,
0
et .
@)X ) = 7 [ Q). ds (1.13)
0

Lorsque 7 tend vers 0, le modéle gyrocinétique tend vers un modéle fluide de type Euler, qu'on appelle
modéle gyrofluide dans la suite.

Ce stage prolonge le travail réalisé dans |1], le but étant de vérifier numériquement les asymptotiques
entre les différents modeles (cinétique, gyrocinétique, gyrofluide) en développant des méthodes numériques



adaptées. Dans le cadre de ce stage, on considére 'opérateur plus simple Qpgk (Bhatnagar-Gross-Krook) a
la place de 'opérateur Qrpr, (Fokker-Planck-Landau) utilisé dans [1].

Dans la partie 2] on étudie les propriétés de opérateur Qpck et on vérifie qu’il entre dans le cadre du
papier [1]. On étudie également les propriétés de 'opérateur moyenné (Qpck). Dans la partie [3, on étudie le
modele gyrofluide développé dans |1] correspondant au modéle limite de lorsque € et 7 tendent vers 0
et lorsque F est homogéne. La partie |4 présente des schémas numériques d’ordre 1 et 2 en temps du modéle
cinétique et un schéma numérique d’ordre 1 du modéle gyrocinétique . Le développement de ces
schémas se base sur [218|. Ils possédent notamment la propriété d’uniforme précision (UA) et de préservation
de 'asymptotique (AP). Ces propriétés et d’autres sont démontrées dans cette partie. On présente également
le schéma numérique utilisé pour le modeéle gyrofluide. La partie [5] présente des tests pour vérifier les codes
et des tests permettant de vérifier numériquement les propriétés des schémas numeériques.

Pour plus de simplicité, on fixe dans la suite les quantités physiques de la fagon suivante : ¢ = m = B =1,
T, = 2m.

2 Définition et propriétés de 'opérateur de collision BGK

2.1 L’opérateur (pgk

Le modéle gyrofluide présenté dans |1] ne dépend pas de 'opérateur de collision tant que celui-ci vé-
rifie certaines propriétés. Dans le papier, 'opérateur de Fokker-Planck-Landau (Qppr,) est considéré. Nous
montrons ici que l'opérateur Qpgk vérifie également ces propriétés. C’est cet opérateur que nous utiliserons
numériquement. Soit f(v) une densité. On définit la concentration n € R, la vitesse moyenne u € R3 et la
température 7' € R par les moments de f :

n= /f(v) do, (2.1a)
RS

nu = /f(v)v do, (2.1b)

R3

n <u2| + gT) = /f(v)% dv. (2.1c)
R3

Notons que lorsque la densité f dépend du temps ¢ et de I'espace x, les quantités n, u et T dépendent
également de t et de x.
Le but de cette partie est de présenter 'opérateur de collisions Qpak et ses propriétés.

Définition 1. Une Mazwellienne est une fonction de la forme

M(v) exp<a+ﬂ~v+’y|v2|>, (2.2)

avec a,y € R et B € R3. Soit f(v) une densité de particules. On définit la Mazwellienne associée a f par

M) = o) 29

avec n, u et T définit par (2.1)).

11 est facile de voir que pour toute densité f(v), la Maxwellienne M|f] posséde les mémes moments que f

[ Mifiw av=n. (2.42)
R3



/M[f] (v)v dv = nu, (2.4b)

R3
/./\/l[f](v)h}2 dv=n @Jr;T (2.4¢)
2 N 2 20 ) ’
R3
Définition 2. L’opérateur Qpak est défini de la facon suivante
@pax(f) = M[f] - f. (2.5)
Proposition 1. Pour toute densité f(v) avec une bonne décroissance a linfini, on a
jof?
Qpck(f)(v) dv =0, Qpek(f)(v)vdv =0, QBGK(f)(’U)T dv = 0. (2.6)
R3 R3 R3
Démonstration. Résultat immeédiat puisque f et M[f] possédent les mémes moments. O

Proposition 2. Les équilibres de Qpak sont les Mazwelliennes.

Démonstration. Si f est un équilibre, alors Qpak (f) = M[f] — f = 0 et ainsi f = M[f]. Réciproquement, si
f est une Maxwellienne, alors M[f] = f et donc @k (f) = 0. O

Proposition 3. Qpgx est homogéne de degré 1 i.e

VA>0, Qpcer(Af)=AQsck(f) (2.7)

Démonstration. Soit A > 0. Les moments de Af sont

/)\f dv = Mn, (2.8a)
R3
//\fv dv = Anu, (2.8b)
R3
/)\f|v|2dv—)\n <|u|2—|—3T> (2.8¢)
2 2 20 ) '
R3
Par conséquent, M[\f] = AM(f] et donc Qpak (A f) = AQsck (f)- O

Théoréme 1. Soit f(v) > 0 une densité avec une bonne décroissance & l’infini.

1. La densité f vérifie l'inégalité d’entropie

/ (£ (1)) Qsax(f)(v) dv < 0. (2.9)

R3

2. Les trois assertions suivantes sont équivalentes
(a) La densité f est un équilibre, c’est-a-dire Qpak(f) = 0.
(b) L’inégalité (2.9)) devient une égalité

/ In(f())Qpar(f)(v) dv = 0. (2.10)

R3



(¢) La fonction In(f(v)) est un invariant, c’est-a-dire que pour toutes autres densités g(v), on a

[ ) @saxo) ) dv=0 (2.11)
R3
Démonstration. 1. 11 est aisé de vérifier que In(M|f]) est une combinaison linéaire de 1, v et % Il s’en
suit par la proposition [1| que
[ MU @ (7w dv = o (2.12)

R3
Par conséquent,

/ln(f(v))QBGK(f)(v) dv Z/[ln(f(v)) — In(M([f](v))] [M[f](v) = f(v)] do. (2.13)

R3 R3

Puisque la fonction In est croissante, 'intégrande est un produit de termes de signe opposé et est ainsi
négative. On en déduit 'inégalité.
2. L’implication (a) = (b) est immeédiate. L’'implication (¢) = (b) également en prenant g = f.

2
Montrons que sous ’hypothése (b), In(f(v)) est une combinaison linéaire de 1, v et % Ainsi, f sera

une Maxwellienne et donc un équilibre de Qpgk, ce qui justifie (a). De plus, par la proposition (1} on
déduira (c). Supposons donc la propriété (b). Avec 1'égalité on déduit

/[ln(f(v)) — In(M[f)(v))] M[f](v) = f(v)] dv=0. (2.14)

R3

Or, on a montré précédemment que

[In(f(v)) = m(M[f](v))] [M[f](v) = f(v)] <O. (2.15)

Par conséquent, I'intégrande est nulle. Il suit immédiatement que M([f](v) = f(v) et par conséquent,

2
In(f(v)) est une combinaison linéaire de 1, v et %, ce qui conclut la preuve.

O
Considérons maintenant des densités dépendantes également de la variable d’espace .

Proposition 4. Qpgx est local en espace : pour deuz densités f(x,v) et g(z,v) telles que pour tout v € R?,
on ait f(z,-) = g(z,-), alors Qper(f(z,-)) = Qpcx(g(z,-)).

Démonstration. Fixons z € R3. On a

/f(x,v) dv = /g(:c,v) dwv, (2.16a)
B3

R3

/f(x,v)v dv = /g(m,v)v dw, (2.16Db)
R3

R3

/f(x v)|U|2dv—/ (z v)@ dv (2.16¢)
’ 9 = | 9\, B . .
RS R3

f et g ayant les mémes moments, on déduit que M([f(zx,)](v) = M[g(z,-)](v). Par conséquent,
Qpak (f(z,))(v) = M[f(x,)](v) = f(z,v) = Mlg(,)](v) = g(z,v) = @rax(g(z;-))(v). (2.17)



Comme Qpgk est local en espace, on peut définir un nouvel opérateur, encore noté Qpak, par @eck (f)(z,v) =
Qpck (f(z,.))(v). Le théoréme suivant est ’équivalent du théorémepour des densités en espace et en vitesse.

Théoréme 2. Soit f(x,v) > 0 une densité avec une bonne décroissance o l'infini.

1. La densité f vérifie linégalité d’entropie

In(f(z,v))Qpaek(f)(z,v) dz dv <O0. (2.18)
RS R3

2. Les trois assertions suivantes sont équivalentes
(a) La densité f est un équilibre, c’est-a-dire Qpax(f) = 0.
(b) L’inégalité (2.18) devient une égalité

In(f(z,v)Qpex(f)(x,v) dez dv = 0. (2.19)
R3 R3

(¢) La fonction In(f(z,v)) est un invariant, c’est-a-dire que pour toutes autres densités g(x,v), on a

//ln(f(ai,v))QBGK(g)(:r:, v) dz dv = 0 (2.20)

R3 R3

Démonstration.

1.
/ / In(f (2, v) Qe (f) (. v) dz dv = / / In(f(z, v)Qpex(f(@,)(v) dv e (221)

R3 R3 R3 R3

Or, I'inégalité d’entropie (2.9) impose que pour tout x € R3,

/ln(f(x,v))QBGK(f(x, J(v) dv <0, (2.22)

R3
ce qui justifie I'inégalité.

2. les implications (a) = (b) et (¢) = (b) sont immédiates. Supposons (b). Cette propriété et
I'inégalité (2.18) imposent que pour tout x € R3,

/ In(f (2, v))Quexc(f (2, )(v) dv = 0. (2.23)

R3

L’implication (b)) == (a) du théoréme [I| montre que Qpck(f(z,-)) = 0 pour tout x et donc
QBck(f) = 0, ce qui montre la propriété (a). f(z,-) étant un équilibre de Qpck, on a f(z,:) =
M[f(x,-)] et donc pour tout z, In(f(z,-)) est un invariant. Pour toute densité g(z,v), on a

/QBGK(g(x, )W) In(f(z,v)) dv = 0. (2.24)
]R3

On intégre sur x pour obtenir (c).
O

Les hypotheéses du théoréme 1.1 de [1] étant vérifies pour 'opérateur Qpgxk, le modéle limite lorsque ¢ et
7 tendent vers 0 est le méme que celui présenté dans ce méme papier.



2.2 L’opérateur moyenné (Qpgk)

Donnons maintenant ’expression de 'opérateur moyenné (Qpgk) (F). En notant fs (¢, z,v) = F(t, Z(—s,z,v)),
il s’écrit

T
<QBGK> (F)(t7Xa V) = %/M[fs](t,Z(&X,V)) ds — F(t’Xv V) (2'25>
0

Le papier [1] calcule les invariants et les équilibres de lopérateur (Qpgk). Les équilibres sont des fonctions
que l'on appellera gyromaxwelliennes dans la suite. La gyromaxwellienne associée a F' est alors définie a
partir de ses moments. Plus précisément, on définit n la densité de particules, U = (Uy, Us, Us) la vitesse
moyenne, Y = (Y7,Y3) le centre de Larmor, K 1'énergie cinétique interne et G 1'énergie de giration interne.
Ces quantités, associées & une densité F(X, V), sont calculés en intégrant la densité contre les invariants de
Popérateur (Qpgk)-

n= F(X,V)dVv dX, (2.26a)
/]

R2 ]R'i
nU = / / F(X, V)V dV dX, (2.26D)

R2 R3
nY = / / FX,V)(wX + V) dV dX, (2.26¢)

R2 R3
2
nkK = / / F(X, V)w dv dX, (2.26d)
R2 R3

— —2 —
WX +tv Y -|V-T

nG = //F(X,V) 5 dV dX. (2.26¢)
R2 R3
Soit également 0 et p vérifiant
o 0 uo
K=—+- G=p——. 2.27
PRt ey (2.27)

Notons que lorsque la densité F' dépend du temps t et de I'espace X3, les quantités définies ci-dessus dépendent
également de t et de X3.

Définition 3. Une gyromazwellienne est une fonction de la forme

2 1— 1—12 —2
_ — — Vv Vv
QM(X,V)Zexp OZ+BV+'Y|‘/|+>\<X+:}/>+5 ’X+w —‘ 2|

(2.28)

2 w

avec o, v, § € R, A € R?, B € R, Soit F(X,V) une densité. On définit la gyromazwellienne associée o F par

GM[F)(X,V) = w*n My (V = T)My(Vs — U) M2 (WX 4+ V = 7) (2.29)

n0
avec M(v) = (2nT)~4/? exp(7%> et oiun, U, Y, 0 et u sont définies par (2.26))-(2.27).

Remarque. P := wZ + T est un invariant du changement de variable i.e wT + 17 = wX + V. En se
placant dans les variables (P,V). On a dz dv = dX dV = ﬁ dP dV. En exprimant la densité F(P,V)
dans ces variables et en reprenant les calculs de et en intégrant selon (P,V'), on retrouve les mémes
quantités avec n remplacé par n = w?n. La gyromazwellienne s’exprime alors de maniére plus naturelle par

GMIF)(P,V) = iM2us (V = T)Mp(Vs = Us) M (P —Y) (2.30)



3 Etude du modéle gyrofluide

Dans cette partie, nous étudions le modeéle fluide développé dans [1]. Il est présenté sous forme conserva-
tive puis sous forme quasi-linéaire. Les ressemblances avec les équations d’Euler sont soulignées. Une étude
compléte de 'algébre et de la structure d’ondes du systéme est réalisée. Grace a cette étude, on construit
des problémes de Riemann donnant lieu & des ondes de chocs, de détentes ou de contacts. Enfin, le systéme
quasi-linéaire est linéarisé autour d’une solution stationnaire et une solution exacte de ce systéme est donnée.

3.1 Présentation du modéle

Soit E = (FE1, FEs, E3) le champ électrique uniforme (indépendant de X3). Soit m > 0 la densité de

particules, U = (Uy,Us, Us) la vitesse, Y = (Y7,Y3) le centre de Larmor, K Iénergie cinétique interne et G
I’énergie de giration interne. Soit également

K+G
0= , — 0, 3.1
T, p=v (3.1)
avec
35 + /957 + 16(S + 1
gt +16(5+1) S:% (3.2)

et vérifiant p > 6 > 0. Soulignons la relation u + g = K + G. En inversant les relations, on peut exprimer K
et G en fonction de 6 et p par

w6 o
u—9+2’ G=n w—0

(3.3)

Notons que K > 0 et K + G > 0. Toutes ces quantités dépendent de ¢ et de X3. Le modéle fluide est alors le
suivant

o + 8X37’LU3 =0, (34&)
0ynU + Ox,nUsU = 0, (3.4b)
OnUs + Ox, (nU3 +nb) = ngEg7 (3.4¢)
m
— — q L—
oY + 0x,nUsY =n—"E, (3.4d)
m
2 2
—2 — 2 2 =2
Y[" v Yl"_ |7 4o 1m
815 ’I’L<G+2—2> +8X3 nU3<G+2—2 —HEY (34f)

Le modéle présente également une inégalité d’entropie

n n
6tnln<w> +5)X3nU3 1D<W> S 0. (35)

n—0 n—0

On explique briévement comment ce modeéle est obtenu (voir [1] pour les calculs et les détails). On intégre
sur (X, V) I'équation contre les invariants de 'opérateur moyenné (Qpgk). Pour fermer le systéme, on
suppose que la densité est a I’équilibre, ce qui est justifié par le fait que 7 est passé a la limite. Pour chacun des
invariants, on obtient alors une équation différente dans . L’inégalité d’entropie est obtenue en intégrant

(1.11)) contre (1 + In(F')) et en utilisant l'inégalité (2.18]).

10



3.2 Formulation conservative

En vue du numérique, on réécrit le systéme (3.4) sous forme conservative. Pour cela, on pose @ = nU,
= = 2 Yi*  [of . . . .
W=nY,{=n (K + %) et (=n (G + % — |2|> les variables conservatives. Dans ce jeu de variables,

le systéme s’écrit

W + 0x,F(W) = S(W), (3.6)
avec
Q3
" Q3@ 0
@y Qa‘an 0
Q2 Q2 n 0
Q =3 4+ nf(W nLE
we gl = e L sw = | T | e
W, Qstr, —nLE,
¢ LE 4 Qu(W) Qs Ea
¢ Qs¢ *(W1E2 — WgEl)
et

W= W)

V(S(W)) =1+ 3S(W) + \/9S(Wi2 +16(S(W) + 1)7 (3.8)
I Ll

s = =

3.3 Lien avec les équations d’Euler

Nous précisons dans cette partie les liens entre le modéle (3.4) et les équations d’Euler. La dynamique
d’un fluide parfait est régie par les équations d’Euler. Dans la base canonique (?i, ?y, ?Z), un fluide est
caractérisé par sa densité p, son vecteur vitesse V. = (u,v,w), sa pression p et son énergie totale E. Le

2
systéme est fermé a I’aide d’une équation d’état reliant la pression, la densité et I’énergie interne e = E — %

p est alors fonction de p et e. Les forces massiques extérieures ? = (f1, f2, f3) s’appliquant sur le fluide

se traduisent dans le modéle par la présence d’un terme source (par exemple = (0,0, g) représentant la
gravité). Lorsque l’écoulement s’effectue dans une direction privilégiée par rapport aux autres (par exemple
u >> v, w), les équations d’Euler donnent lieu au modéle suivant

O¢p + Ozpu = 0,

Brpu + 9 (pu® + p(p, €)) = pfi,
Orpv + Oypuv = pfa, (3.9)
Oipw + Oypuw = pfs,

WnE + d,u(nE + p(p,e)) = pV - ?

Notre modéle est similaire & . La densité massique p est remplacée par la densité de particules
n. Le modéle présente cing vitesses différentes V = (Uy, Us, Us, Y1, Y3) avec comme vitesse prépondérante Us.
Le modeéle présente également deux types d’énergies différentes (cinétique et giration). L’énergie totale £ est
alors somme des quatre énergies suivantes :

— L’énergie cinétique interne K,

— L’énergie cinétique ‘U2|2,
— L’énergie de giration interne G,

11



I

— L’énergie de giration
La pression p = né est une fonction de n et des deux énergies internes K et G puisque 6 ne dépend que de K

et G. La force extérieure s’appliquant au plasma provient du champ électrique : = 1(0,0,E3, B3, —E1).
(13.4€) est I’équation sur I’énergie cinétique et ([3.41]) est 'équation sur 1’énergie de giration. En sommant les
deux, on trouve I’équation sur 1’énergie totale

ain€ + dx, (Us(n€ + p(n, K,G))) =nV - J. (3.10)

3.4 Formulation quasi-linéaire en variables primitives

On souhaite étudier la structure d’onde du systeme. Pour faciliter les calculs, on se place dans le jeu de
variables primitives U = (n,U,Y, K, G). Pour développer les équations, on suppose que la solution de ({3.4))
est réguliére. De plus, on utilise ’équation de continuité (3.4a)) ainsi que la proposition suivante.

Proposition 5. On a les relations

o) o)

atni + aXSTLUgT = O, (311)
—2 —2
oL | Ox nU3u =nlY . "E (3.12)
T s 2 m ’ '
2
|U2| + 8)(3 [jgﬂ = ’IlUg*Eg — U38X3719 (313)

Démonstration. Pour la premiére relation, on développe ((3.4b))
U(On + Ox,nUs) +n(0:U + UsOx,U) = 0. (3.14)
En utilisant 'équation de continuité (3.4al), on trouve 9,U + U3dx,U = 0. Par conséquent,

o) o)

8tnT + Ox,nUz~——

|U2|2(3m + Ox,nUs) + n(Uy (0Uy + Us0:Ur) + Uz (0:Us + Us0,Us)) (319)
=0
Les deux autres relations s’obtiennent par des calculs similaires. O
En développant et (3.4b]), on obtient
On + UsOx,n + ndx,Us =0, (3.16)
U + Usdx,U = 0. (3.17)
La troisiéme équation donne

8:Us + Usdx, Us + Ox, 0 + %axsn = %Eg (3.18)

6 est une fonction de K et G qui est indépendante des autres variables. Il existe donc 0k (K, G) et 0¢(K,G)
telle que Ox,0 = 0k 0x, K + 0c0x,G. Par conséquent, (3.4c) devient

0. U3 + U38X3U3 + 9K8X3K + 0(;8X3G + %6}(37?, = %Eg. (3.19)
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Développer ([3.4d)) donne
@?+aﬁ&?:%ff

On utilise la troisiéme relation de la proposition |5/ sur (3.4e)

onK + 8X3nU3K + n98X3U3 =0.

En développant, on obtient alors
O K + U38X3K + 98X3U3 =0.

On utilise les deux premiéres relations de la proposition [5|sur (3.4f))
onG + 0x,nUsG = 0.

En développant, on obtient
0:G + U36X3G =0.

Finalement, le modéle fluide (3.4) s’écrit sous forme quasi-linéaire

9,U + A(U)0x,U = B,

avec
Us 0 0 n 0 0 0 0
0O Us 0 0 0 0 0 0
0 0 Us 0 0 0 0 0
0
|2 0o 0o Uy 0 0 6 6c
AU=16 0 0 o vz 0 0 o]
0 0 0 0 0 Us 0 0
00 0 ¢ 0 0 U 0
00 0 0 0 0 0 Us

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Il faut souligner que les calculs effectués pour trouver le systéme quasi-linéaire ne sont valables que
pour des solutions réguliéres. Par conséquent, ce systéme ne posséde pas les mémes solutions faibles que le
systéme conservatif . Cependant, 1'algébre des deux systémes est la méme. Par conséquent, on choisit
la forme conservative pour le numérique et la forme quasi-linéaire pour I’étude de 'algébre du systéme car

celle-ci est plus simple.

3.5 Structure d’ondes et problémes de Riemann

Le systéme est hyperbolique puisque A(U) est diagonalisable. En effet, A\ = Us est valeur propre de

multiplicité 6 avec autant de vecteurs propres indépendants

ry = (0,1,0,0,0,0,0,0),

re = (0,0,1,0,0,0,0,0),

rs = (0,0,0,0,1,0,0,0),

ry = (0,0,0,0,0,1,0,0),
(0,0,0,0,0,0,0q, —0k),
(

s =
r¢ = (—nbk,0,0,0,0,0,0,0).

(3.27)

Les deux autres valeurs propres sont A\_ = Uz — c et Ay = Us + ¢ avec ¢ = /0(1 + 0k ). Les vecteurs propres

associés sont

r— =(n,0,0,—¢0,0,0,0),
ry = (n,0,0,+¢,0,0,0,0).

c est bien défini et est strictement positif. En effet, on peut montrer que 6 > 0.

13
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On cherche maintenant a calculer des solutions exactes de problémes de Riemann. Notons que I'expression
fortement non-linéaire de # complique ’étude. Nous allons toutefois trouver de nombreuses informations sur
les différentes ondes qui pourront servir a vérifier le code.

Déterminons la nature des trois champs associés. On voit immédiatement que VyAg-r; =0 pouri=1,...,6
ce qui indique que le Ag-champ est linéairement dégénéré. Il est responsable de la présence d’ondes de contact.
La nature des champs associés & A_ et Ay est plus délicate a trouver. En effet, pour le champ associé a A4
par exemple, on doit justifier que VuAy -ry = ¢+ 00kc # 0. Or, ¢ a une expression trés compliquée qui rend
difficile ce calcul. Cependant, on peut voir graphiquement (figure [I]) que ¢ est une fonction croissante de K et
donc sa dérivée serait positive. On aurait alors ¢+ 69 c > 0. De plus, dans les équations d’Euler usuelles, ces
champs sont vraiment non-linéaires. On peut raisonnablement penser, méme si aucune preuve n’est apportée
ici, que les champs Ay et A_ sont vraiment non-linéaires.

FIGURE 1 — Graphe de ¢ = ¢(K, G)

Ils sont ainsi responsables de la présence de chocs et de détentes. Dans une détente et un contact, les
invariants de Riemann se conservent. Les invariants de Riemann pour le Ag-champ sont Us et nf. En effet,
il est aisé de voir que VyUs - r; = 0 et Vy(nb) - r; = 0 pour ¢ = 1,...,6. Pour les deux autres champs, il
est aisé de voir que Uy, Us, Y7, Yo et G sont des invariants de Riemann. Les deux autres invariants sont
plus délicats a calculer. Plagons nous dans le cas du Ay-champ (Pautre champ se traite de maniére similaire).
Soit ¢(n,Us, K) un invariant de Riemann indépendant de ceux déja calculés. Par définition, il doit vérifier
Vuy - ry =0, c’est-a-dire

nopp + ey, + 00k = 0. (3.29)

Utilisons la méthode des intégrales premiéres. On doit pour cela résoudre

dn  dU;  dK
n ¢ 6

(3.30)

On a donc din(n) = %dK . Le terme % est une fonction de K et de G. Pour ce champ, G est un invariant donc
dG = 0. On déduit que In(n) — [ % dK est un invariant de Riemann. L’autre égalité nous donne dUs = 5dK.
De la méme maniére, on déduit que Us — [ 5 dK est un invariant de Riemann. La table résume les invariants
pour chaque champ.
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AO U37 nd
A | U, Us, Y1, Yo, Gin(n) — [ dK.Us + [ £ dK
>\+ Ula U27Y17}/27GJ”(”)*I%dK’U:SifgdK

TABLE 1 — Invariants de Riemann pour chaque champ

Notons que I'expression de 6 étant compliquée, celle des primitives [ % dK et [ 5 dK l'est d’autant plus.
La primitive [ % dK a été calculée a 'aide du logiciel de calcul formel Maple. Son expression étant assez
longue, on ne I'écrit pas dans ce rapport. Le logiciel n’a pas pu calculer la seconde primitive | 5 dK.

Les relations de Rankine-Hugoniot permettent de montrer que les quantités suivantes se conservent au
travers des chocs

Ui,U, Y1,Ys,G. (3.31)

Supposons que deux états constants Wy, et Wg soit séparés par un choc de vitesse o. Les relations de
Rankine-Hugoniot montrent également que la vitesse du choc est donnée par

1 nL+n
o= ((U3L +Usg) + ———(Usp — U3L)) ; (3.32)
2 nr —nNng,
ainsi que les égalités suivantes
~ngfr—npby  Usp —Usp . UsrngOr — Uspnpfr (3.33)
Usg —Us, L L fr &1 ' '
MR nr nRr nr

En tenant compte du critére de Lax assurant la validité entropique des solutions, on peut déduire des conditions
supplémentaires dépendantes de la nature du champ considéré. Pour un \_-choc,

NRCR > NLCL,
(nrOr — nr0r)(Usgr — Usr) <0,

1 1
(Usp —Usp)(— — —) >0, (3.34)
nr ny
§r &L
(UanRQR — UgLnLQL)(— — 7) < 0.
ngr nr

Pour un A-choc,
NRCR < NpCrL,
(nrOr —n101)(Usg — Usg) > 0,

1 1
(Usr — Us)(— — —) <0, (3.35)
nr nr
§r &L
(UanRQR — UgLnLQL)(f — 7) > 0.
nr nr

Dans une onde de contact, les invariants de Riemann se conservent et les relations de Rankine-Hugoniot sont
respectées.

Ces informations peuvent nous aider & construire deux états W et W séparés par un choc, un contact
ou une détente. Voici la démarche pour un choc : fixons un état Wy, (et donc un état Uy) Dans les chocs,
les quantités se conservent. On pose donc U1z = Uy, Usg = Us, Yir = Y, Yor = Yor, Ggr = G
ng est un degré de liberté : on le choisit comme on veut. On peut alors appliquer l'algorithme de Newton
sur les égalités pour trouver Usgr et Kg. Il faut ensuite vérifier les relations ou pour avoir
respectivement un A_choc ou un A choc. Pour construire une détente, on utilise les invariants de Riemann
de la table [[] On pose Uig = Uir, Usgr = Uap, Yir = Y1, Yar = Yoz, Gr = Gp. On se donne un Kp
arbitraire (celui-ci est notre degré de liberté). On calcule alors ng et Usg a l'aide des deux derniers invariants
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de Riemann
NnR = Ny, exp / dK — /—dK ,

Usgp = Usp, — / dK — /— dK | pour une A_-détente, (3.36)

Usrp = Usp + / dK — /— dK | pour une A\ -détente,
Pour construire un contact, on peut passer par I'une des deux méthodes.

3.6 Linéarisation du systéme

En supposant E = 0, il est facile de vérifier qu'une solution constante en temps et en espace est stationnaire.
On pose U une telle solution. On souhaite linéariser le systéme autour de cette solution stationnaire.
On suppose qu'’il existe une solution U(t, X3) = U + hU*(¢, X3) avec h un petit paramétre et U* (¢, X3) une
perturbation de 1’état stationnaire. U étant solution de , elle vérifie

9;(U + hU*(t, X3)) + A(U + hU*(t, X3))0x, (U + hU*(t, X3)) = 0. (3.37)
En utilisant un développement de Taylor sur A, on trouve
(8, U + A(U)dx,0) + h (8,U* + A(U)dx,U*) + O(h*[U*|*) = 0. (3.38)
Comme U est solution, la parenthése de gauche est nulle. En négligeant les termes en h%, on obtient le systéme
linéarisé
0, U* + A(U)dx,U* = 0. (3.39)

On munit ce systéme de la condition initiale
U* (0, X3) = Uj(X3). (3.40)
Le systéme (3.39) étant linéaire, on peut le résoudre et trouver une solution analytique.

Proposition 6. La solution de (3.39)) est donnée par :

Ui (t, X3) = (U1); (X3 — Ust), (3.41a)
Us (t, X3) = (Ua); (X3 — Ust), (3.41Db)
Y (t, X3) = (Y1)5(X3 — Ust), (3.41c)
Y5 (t, X3) = (Y2)5(Xs — Ust), (3.41d)
n* n -nfg 0 m\ [V!
us|l |- o0 0 ¢ |v*
K* ] ] % 7 vl (3.416)
G* 0 0 —0x 0) \V8
avec L
Vi(t, Xs) = Vi (X3 — (Us — o)1), (3.42a)
VA(t, X3) = Vi (X5 — Ust), (3.42b)
VT(t, X3) = V' (X3 — Ust), (3.42¢)
VE(t, Xs) = V5 (X3 — (Us + o)1), (3.42d)
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et

‘/bl %7 —c @ 05 na

Vil _ 1| 2R 002 28 | (s (3.43)

Vo; 222 0 0 0 22 K§ '
_ _ _ Ok *

VO % ¢ Ok Oc GO

Démonstration. Pour trouver cette solution, il suffit de diagonaliser la matrice A(U) avec A défini en (3.26).
En réalité, seule la sous-matrice constituée des indices 1, 4,7 et 8 est & diagonaliser puisque le reste l'est déja.
La matrice de passage P est constituée des vecteurs propres. C’est la matrice dans . Son inverse est la
matrice dans (3.43). En notant D(U) la matrice diagonale

Us—¢ 0 0 0
— | o T o o0
PDO= ¢ ¢ m o | (3.44)

0 0 0 Us+e
et en notant V = P~'U, on peut multiplier & gauche I’équation ([3.39) par P~'. On obtient alors

9,V +D(U)dx,V = 0. (3.45)

Comme D(U) est diagonale, c’est un systéme d’équations de conservation scalaires et indépendantes que 1'on
peut résoudre trés facilement. Les solutions sont (3.42)). Les conditions initiales sont obtenues par changement
de variable & partir de celle de U (équation ([3.43))). Pour retrouver U, il ne reste plus qu’a multiplier & gauche

V par P (équation (3.41¢)). O

Posons U = U — U — hU* la différence entre la solution exacte et la solution approchée. On conjecture
que 0U = O(h). Malheureusement, aucune preuve n’a été trouvée.

4 Discrétisation des modéles

Dans cette partie, on commence par présenter la méthode particulaire "particle-in-cells" (PIC) dans un
cadre général. On présente ensuite des schémas numériques d’ordre 1 et 2 en temps du modéle cinétique
(1.3) et un schéma numérique d’ordre 1 du modeéle gyrocinétique (|1.11)) se basant sur la méthode PIC. Le
développement de ces schémas se base sur [2H8]/10]. Ils possédent notamment la propriété d’uniforme précision
(UA) et de préservation de 'asymptotique (AP). Ces propriétés et d’autres sont définies et démontrées dans
cette partie. On présente également le schéma numérique utilisé pour le modéle gyrofluide.

4.1 Meéthode particulaire (PIC)

On décrit dans cette partie comment fonctionne la méthode particulaire "particle-in-cell" [11] pour I'équa-
tion de Vlassov. Dans sa forme la plus générale, celle-ci s’écrit

Og+v-Vaeg+ F(t,z,v) - V,g = S(g,t,z,v), (4.1)

ou g(t, z,v) est une densité, F' et S des fonctions données. F vérifiant F-V, g = V,-Fg. La méthode particulaire
consiste & approcher la densité g par une somme de Dirac centrés en la position (x,(t),v,(t)) dans I'espace
des phases représentant /N, macro-particules. Chaque particule posséde un poids wy(t) représentant la masse

de la densité g que porte la particule. Autrement dit, wy(t) = g(t, zp(t), vp(2)) LJ'*\',L” avec % le volume de
p P
I’espace des phases considéré.
La densité particulaire gy, s’écrit

Np
gn, (t,z,v) = pr(t)5(x - xp(t))(s(v - Up(t))- (4-2>
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Lorsque S = 0, pour que gy, soit solution au sens des distributions de (4.1)), il faut que les poids w, soient
constants et que chaque particule (z,(t), v,(t)) vérifie les lois de Newton de la dynamique

p(t) = vp(t),

. (4.3)
Op(t) = F(t,2p(t), vp(t))-
Lorsque S # 0, on remplace S par une approximation particulaire
NP
SN, = D sp(t)8(x — 2 (t))8 (v — vy(1)), (4.4)
p=1
les poids du terme source étant définis par
LL}
sp(t) = S(g,t, xp(t), vp(t)) N (4.5)
P

Pour que gy, soit solution, il faut de plus que les poids vérifient les équations suivantes

Gplt) = 5,(0). (4.6)

C’est donc les équations sur les poids qui couplent les particules entre elles, puisque le terme source dépend
de g.

4.2 Modéle cinétique

La discrétisation du modéle cinétique est difficile car ¢’est un modéle oscillant et multi-échelles. Comme on
souhaite observer ’asymptotique de ce modéle lorsque € et 7 tendent vers 0, il est nécessaire de développer un
schéma préservant Pasymptotique (Asymptotic preserving - AP [10]). Le schéma présenté ici est uniformément
précis (Uniformly accurate - UA [2Hg]) pour ¢, ce qui implique que lerreur commise est identique quelque
soit la valeur de ce paramétre. Les schémas uniformément précis préservent I’asymptotique.

Le schéma développé dans la suite utilise un intégrateur exponentiel. Ceux-ci sont définis grace a la
proposition suivante

Proposition 7. Formule de Duhamel
Soit tg < t1 deux réels, At =t1 — ty et soit u solution réguliere de l’équation

owu(t) + au(t) = f(t,u(t)), acR, fecC°R?). (4.7)
Alors u vérifie )
1
u(ty) = e Au(ty) + / e~ M=) f (¢ u(t)) dt. (4.8)
to
Démonstration. 11 suffit de multiplier 'équation par e?* et de remarquer que e*®dyu + ae®u = % (e®u). La
formule est alors immédiate aprés intégration entre tg et ¢q. O

On utilise une méthode particulaire : on remplace f par
NP

I, (G, 0) =Y wp(8)8(a — 2, (£))5(v — vy(1))- (4.9)

p=1

Les particules vérifient les lois de Newton du mouvement. Appliquées a (1.3)), elles vérifient les équations
différentielles suivantes

(4.10)




Notons Z, o := Z,(0) et wp,o := wp(0) la position-vitesse initiale et le poids initial de la particule p. Les poids
du terme source S(f,t,z,v) = L(M[f](t,z,v) — f(t,x,v)) sont donnés par s,(t) = 2 (M[f](t,z,(t), vp(t)) —

T

f(t,zp(t), vp(t)) L]%,ii . En définissant les poids de la Maxwellienne M, (t) = M|[f](t, z,(t), v,(t)) L]%ii , les poids

du terme source se réécrivent s, (t) = L(M,(t)—w,(t)). Evidlemment, f est inconnue. On ne peut pas remplacer
f par fn, puisque cette derniere étant singuliére en espace, on ne peut pas calculer ses moments. On peut
cependant calculer les moments d’une densité réguliére en = et singuliére en v. C’est pourquoi on choisit
de régulariser fy, en espace pour calculer ses moments et ainsi définir une approximation de M[f]. On se
donne pour cela un noyau de régularisation 1 (x) (généralement, on choisit des B-splines [11]) et on redéfinit

My (t) = M(fw, * ]t zp(t), v, (1) 2 avec

NP
I, # =Y wp()(a — 2, (£)5(v — v,(1)) (4.11)

p=1

Les moments de fn, * ¢ sont alors

NP
n(tx) =Y we(t)v(z — 24(1)),
qg=1
Np
nu(t,z) = qu(t)w(x — x4(t))vg(2), (4.12)
qg=1
Np 2
U 3 Vg (t
(% + §T)(t, )= wy(t)(z — xq(t))| ‘1(2)‘
g=1
Les poids vérifient ainsi I’équation suivante
. 1
wp(t) = ;(Mp(t) — wp(t)) (4.13)
En notant z, = (z,,vp), on peut réécrire les équations sous la forme
. 1
5p(t) = ZAzp(t) + h(t, zp(1),
‘51 (4.14)
wp(t) = —(Mp(t) — wp(?)).
avec
000 1 00 0
000 0O 10 0
100 0 0 0 O _ v3 p(t)
A= 000 0 wol h(t, z,(t)) = 9By (1 (1) | (4.15)
000 —w 00 LEy(t,xp(t))
000 0 00 LE3(t,xp(t))

Rappelons que les particules sont couplées entre elles par le terme M, (t), dont le calcul des moments dépend
de toutes les particules. On filtre les oscillations avec le changement de variable Z,(t) = e~ ¢4 z,(t). Posons
H(t,s, Z) = e *Ah(t,e*AZ) et H,(t) = H(t, L, Z,(t)). L'équation (4.14) devient

s e

Zp(t) = Hp(t)»
1 (4.16)
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On sépare maintenant les deux échelles de temps : on définit d’abord (Z,,
Zp(t) et Wy(t, L) = wy(t). On introduit également H, vérifiant H, (¢, L)
M, (¢t). Plus précisément,

W,) des fonctions vérifiant Z, (¢,
= H,(t) et M,, vérifiant M,(t,

m\wm\w
~—
Il

Hy(t,s) = H(t, s, Zp(t, s)),

, L3L3 (4.17)
M, (t,s) = M(fn, *P](t, A2, (t,8)) N
P
Ces fonctions vérifient alors pour s = ﬁ les relations ci-dessous
O Zp(t,s) + 8Z( s) = Hp(t, s),
(4.18)

Wy (t,5) + Z0Wy(1,5) = = (My(t,5) = Wy(t. )

Pour séparer les échelles, il suffit maintenant de considérer s comme une nouvelle variable indépendante
de t.

Attention, il faut tenir compte du changement de variable et de la séparation des échelles dans le calcul
des moments. On note (N, Uy, Tp)(t,s) = (N, U, T)(t, s, X (s, Z,(t, s)) avec

NP
Nt 5,2) Zths X(5,2,(t,9))),
NP
Ut,s,2) =3 Wylt,s)(x — X(s, Z4(t,5)))V(s, Z4(t, 9)), (4.19)
W o S Vs, Zo(t )
N+ 5T)05,2) = 3 Walts )l — (s, Zg(0, ) =t

On retrouve bien (N, U, T)(t, L, 2) = (n,u, T)(t, z).

Le fait que e*# soit périodique en s implique que les solutions (Z,(t,s), W,(t,s)) le soient aussi et de
méme période 27. On peut ainsi considérer une méthode spectrale pour traiter la variable s. On applique la
transformée de Fourier & . Pour [ € Z, les modes de Fourier vérifient alors

0 Zpa(0) + L 2, 1(1) = Hya),

)

’Ll 1 1 (4.20)
OWp(t) + (g + ;)Wp,l(t) = ;Mp,l(t)-
On applique la formule de Duhamel entre " et t" 1!
tn+1
Zo(En T = e TAZ, (1) + / 2 TOHL(0) dr,
t’Vl
s (4.21)
A i 1 i n .
Wy (t7H) = e (2020} (1) 4 = / e~ (EFDET=D (1) dt.
T
tn

On utilise ensuite la méthode d’Adam§—Bashforth pour discrétiser les intégrales. A Tordre 1, il suffit de
remplacer M, (t) (resp. My (t)) par Hp(t™) (resp. M, (t")) puis de calculer exactement I'intégrale. Au
final, le schéma & I'ordre 1 s’écrit

sn+1 _  —LAt Sn € —UAfNAR
2 =me 20+ S (1—e s Hy sil#0,

il
Zrt =21+ AHD, (4.22)
VV”""1 e ( +r )AtW” Z17_2_5(176 e+ At)./\/l”
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La solution numérique double-échelle en variables filtrées est alors donnée par la série de Fourier évaluée en
s.

ZIT)L+1 Zzn-i-l ’Lls WnJrl( ) an-‘rl le (423)

lez leZ

On peut évaluer la solution double-échelle & ¢t = t" en s = t; pour obtenir (ZZ}, w;‘). Le choix de la condition
initiale (Z,(0,5), W,(0,s)) est libre tant qu’il vérifie (Z,(0,0), W,(0,0)) = (Zp,0,wp,0). Toutefois un choix
judicieux, appelé préparation de la condition initiale, permet d’obtenir la propriété d’uniforme précision.
Pour lordre 1, il suffit de prendre (Z,(0,s), W,(0,s)) = (Zp,0,wp,0). Pour obtenir la solution numérique en
variables non- ﬁltrees7 on fait le changement de variable inverse. On appelle schéma semi-discret cinétique le
schéma —.

On discrétise maintenant la variable périodique s. On procéde de la maniére suivante. Soit f(s) une
fonction 27-périodique. On discrétise le domaine |0, 27] en N, points équidistants (sx)g=1,.. n, Par sp = kAs,
As = ]2\,—” On approche les modes de Fourier au moyen d’une méthode des rectangles

=

S k=1

>
Il

2
A 1 ) 1 ;
f1=— /e_”sf(s) ds ~ — f(sp)e s vVl e Z. (4.24)
27 N,
0

Les modes décroissant lorsque |I| tend vers Uinfini, on peut choisir de tronquer la série de Fourier

o0 Ng/2-1
=Y fiettx Y fie™, Vs e)o,2n). (4.25)
I=—c0 I=—N,/2

Pour calculer les termes du schéma, on a besoin de calculer la série de Fourier sur les points de discrétisation.
De ce fait, on peut choisir d’avoir autant de modes de Fourier que de points de discrétisation et utiliser
Palgorithme de transformée de Fourier rapide (FFT). Si f est suffisamment réguliére, 'erreur commise par
la discrétisation de cette variable est spectrale et donc trés faible. Elle sera négligée dans ’analyse. Lorsque
cette discrétisation est appliquée, on appelle schéma discret cinétique le schéma —4.23.

Pour monter en ordre en temps, il suffit de prendre une meilleure approximation de 7-Alp7l (t) et /\;lpJ (t) dans
(4.21)). Pour 'ordre 2 on choisit, en accord avec la méthode d’Adam-Bashforth, 'approximation suivante :
soit g représentant 7—Alp71 ou ./\;lp,z

g(t) ~ gt + (¢ — 1) £

En utilisant cette approximation, on peut calculer les intégrales dans (4.21). On pose pour o € N

! _ 1\a+1 «@ —z k
valz) == %/e‘z(l_t)ta dt = % <e_z — Z ( k!) ) . (4.27)

0

On a ainsi
gt

/ =20 (e gy = I A o (2AL). (4.28)
J

Le schéma s’écrit alors
5 A A i\ - AN L
Z;jl = e*%Atzgl + At (At5> Hy + At (At5> (Hpo—Hy, D)
- iy ape A il 1 ~o AL il 1 S
Wit = em(5+DA0n — %o (At < T)) M1+ —¢1 (At (8 + )) (Mp, = M),

T

(4.29)
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Remarquons qu’on doit garder en mémoire l’itération précédente 7—[” et Mp |, ce qui n’est pas le cas pour
Iordre 1. La condition initiale doit étre préparée afin de garantir que les dérivées en temps de la solution sont
uniformément bornées en ¢ et ainsi assurer 'uniforme précision [2H8]. Cela se fait de la fagon suivante : en

us
notant IIf = % | f(s) ds pour une fonction 27-périodique, on pose
0

Z(0,8) = Zo + s/([ —TI)H(0,0, Zo) db,

0
s

W0, s) = wo + ;/(I —T)M(0,0, Zy) dé.
0

(4.30)

4.3 Modéle gyrocinétique
On utilise une méthode particulaire pour (L.11)). Soit Fyy, la densité particulaire

(X, V) pr — X,(1)8(V =V, (1)). (4.31)

Chaque particule vérifie les lois de Newton, c’est-a-dire les équations différentielles suivantes

X0 = 5 [ = RGw9) Bl A5, X0, V,(0) s
0

- — 4.32
Volt) = g [ RSBt (s X (0), V(1)) s, .

Valt) = o [ L Ealt, (5, X,(0), V(1)) .

Chaque poids vérifie I’équation

wp(t)zé % / M (t,5) ds —wy(t) | . (4.33)

On définit les poids M »(t,s) de la Maxwellienne de fagon similaire a ce qu’on a fait dans le cas cinétique. On
pose fn, s(t,x,v) = Fn, (t) o Z(—s,x,v). Autrement écrit,

In,.s(t,z,v) pr (s, Xp(t), Vp(1)))d(v — V(s, Xp(2), Vp(2))). (4.34)

Pour calculer les moments, il faut régulariser fy, s en espace. Les poids sont ainsi définis par

L3L3

N, ’

My(t,s) = M[fn,,s * Y](t, Z2(s, Xp (1), Vp(1)))

(4.35)
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et les moments de fx, ;%1 se calculent de la fagon suivante : en notant (n,, u,, T,)(t, s) = (n,u, T)(t, X (s, Z,(t)))
ona

Np
mplt,9) = S wa (X (s, Zy(1)) — X(s, 2y (1),
nyg(t,5) qu 2,(0) ~ X(5. Z,()V(s. Z,(1), (4.36)
2 Np 2
(12l 3000 = S 1 (s, Zy0) — X5, 2,1y A Za

En discrétisant les équations (4.32) par un schéma Euler-explicite et I’équation (4.33) par un schéma
exponentiel d’ordre 1, on obtient le schéma semi-discret gyrocinétique. Celui-ci s’écrit

Z”+1 Z"—i——/H WA

. (4.37)
n+1 7% n (1 B 67%) M” d
p =€ (.dp + T P (S) S.

0

27

On pose As = £ et (sg)r=1,..,N,, Sk = kAs une discrétisation de ]0,27]. En discrétisant l'intégrale par
une méthode des rectangles sur ces points, on obtient le schéma discret gyrocinétique :

A —ZH Sk, 2

(4.38)
1 —e M s
n+1 — At T
=e Tw
4.4 Propriétés des schémas
Théoréme 3. (Réécriture du schéma semi-discret cinétique)
Le schéma semi-discret cinétique se réécrit pour chaque particule et chaque poids
tn+1
tn+1 t t’I’LJrI _ t
z() =27 T+ [ uans - T - e
€
t77
- (4.39)
: At 1 ntl_ ttl —¢ tntl —¢
WL (s) = e F W (s — =) + = / e M@t s - ———— Z"(s— ——)) dt.
€ T € €
tTL
Démonstration. Pour les particules
ZnJrl(S) _ Zzln+1eils
€7
t'n.+1
X [t a e w0
LEZ tn ’
tn+1
tn+1 t L ¢
=Z"( 57— /’H — 2" (s— ——)) dt.
€
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Pour les poids

W7L+1( ) an+1 ils

leZ
tn+1
=S e rhanip L[ ettt =n oyn gy | s
T (4.41)
LEZL tn
tn+1
, At 1 ety tntl ¢ tntl ¢
= e_%W(t",s -—)+- / e M@Et,s— ——, Z"(s — ——)) dt
£ T 3 3
tTL
O

Théoréme 4. Le schéma discret gyrocinétique (4.38) est limite lorsque € tend vers 0 du schéma discret
cinétique (L22)-(T23).

Démonstration. Considérons le schéma (4.22))-(4.23)). Dans cette démonstration, on note la dépendance en ¢
et on omet celle en p. On a pour chaque particule

N./2—1
Zrt = Z Zn+1 it
I=—N,/2
N, /2—
S ~m /2—1 _iAL An € _i Af\Am jntL
= 2o+ AtHZ, + Z (6 T2+ ﬁ(l —e <7 e,l) e =
I=—N,/2, 10 i)
N S th ~ Nej2-1 3 tn+1 '
= > ZNeTIHAtHI D S e AT i
=—N./2 I=—N,/2, 170
Ng/2—-1 c . .
k il A ~ it
_Zﬂ_i_iZHﬂ Z ﬁ(es t—l)H?JelE
=—N,/2, [0

. . il 9 it . . . N
La somme de droite tend vers 0 avec € puisque %(eqe At 1)HT et = ! est bornée uniformément par rapport a
¢ pour tout [. Au final, en passant a la limite sur ¢, on a

LA e
n+l _ mn n,k
Zmtl =7 N > (4.43)
k=1
En se souvenant que H™* = H(t", s, Z»F), on a
At &
+1 _ n n,k
zmt =2z —i—EZ’H(t",sk,Z ). (4.44)
k=1
Or rappelons que
t t t
H(t,g,Zg(t,g)) = H(t,g,ZE(t)), (4'45)

et en passant a la limite
/HtsZts :—/HtsZ . (4.46)

En discrétisant ces intégrales et en discrétisant en temps on obtlent

N,

1 s
FE CH(t", sp, 2™F) = § jH ADE (4.47)

% k=0
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En les injectant dans (4.44)), on retrouve alors le schéma discret gyrocinétique sur les particules. Pour les
poids, on procéde de la méme maniére

N, /2—1 )
Wt = Z Wln+1ei”n: 1
I=—N,/2
N, /2—1 »
= 3 (e sy ) e
il +¢
I=—N,/2
(4.48)
. Ns/2—-1 Ns/2-1 c i1
¢ A 4n NI il 1 A T
=e T ) W - ME+ D o - e (EFDA My
I=—N,/2 I=—N, /2, I£0
(1 e_ﬁ) Ng N,/2—1 -
At - T At At~ "
— e T W n,k =l == n i 1
e T4+ N M™E 4 Z ilT—|—5(e e” T )MJe
k=1 I=—N, /2, I£0
La somme de droite tend vers 0 avec € puisque ﬁ(ei%l — 67%)/\;{?6”?”1 est bornée uniformément par
rapport a € pour tout [. Au final
(1—e %) &
n+1 __ 7% n B T n,k
L L > M (4.49)
k=1
Il reste a justifier que
N N
ST Mifw, =)t A2, 5) = D Mfn, s * U)(, 4 Z,(1)) (4.50)
k=1 k=1
On constate que fy, + = fn,. Par conséquent on a
t t t
M(fn, * 9]t e= A Z,(t, o)) = Mlfw,  x ¥l e=4Z,(1)). (4.51)
En passant & la limite on a
T. T,
1 S 1 S
[ MU, 01t 2,(0,9) ds = E/M[was «Y)(t, e AZ, (1)) ds. (4.52)
0 0

En discrétisant l'intégrale et en discrétisant en temps, puis en I'injectant dans (4.49) on obtient finalement le
schéma discret gyrocinétique sur les poids. O

Pour le prochain théoréme, on se place dans le cadre EDO. C’est-a-dire qu’on ne considére qu’'une seule
particule. La Maxwellienne n’ayant pas de sens dans ce cadre, on la remplace par une fonction donnée
M(t, s, Z) supposée réguliere. On notera Hz(t,s) == H(t,s, Z(t,s)) et Mz(t,s) = M(t,s, Z(t,s)). H(t)
et M,(t) désignent respectivement la transformée de Fourier en s de Hz(t,s) et Mz(t,s). On suppose que
H, M et leurs dérivées sont uniformément bornées par rapport a € et 7.

Théoréme 5. (Estimation L™ dans le cadre EDO)
Dans le cadre EDO, le schéma semi-discret cinétique est d’ordre 1 en temps et uniformément précis en € et
en 7. Plus précisément, il existe des constantes C' et D indépendantes de € et T telles que pour tout n,

ez~ < CAL,

tmax (453)
lewllpee < D(1—e” "7 )AL,

avec €'t (s) = Z(t", s) — Z"(s) et e}y, (s) = W(t",s) — W"™(s).
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Démonstration. La solution exacte Z vérifie

tn—i—l S ZZ tn—i—l ils

IEZ
gt gl
=S [e #2200 + / e TN () dt + / e~ T )9, (&) dt | et
ez, in in
t
tn-i—l t tn—i—l —t
—z(m,s— 2t / H(t" s = = (15— ) dt +1(s),
(4.54)
avec 1" (s) erreur de troncature
gt
r"(s) = Z / e e =1) (t —t")OHi (&) dt | et
1€z \ in
. (4.55)
tn-‘rl —t
_ / (= )0 Hz (65 — ——)
t"L
Par le théoréme |3} le schéma s’écrit
gt
tn+1 t tn+1 —t
Zrtl(s) = 2" (s — — / H(t — 2" (s — f)) dt. (4.56)
En notant AH"(s) = H(t",s tn+1_t L2t s tnlﬁ)) —H(t", s — t”zﬁ,z"(s - %)), Perreur s’écrit
alors
t

() = e (s—> / AH(s) dt+17(s) (4.57)

Or on a la majoration suivante
tn+1

[ am(s) ] < atjozul el - (4.58)

On majore l'erreur de troncature par
7" (s)] < A9y H z]| oo (4.59)

Posons tnar = NAL et C = max(||0zH]| o, |0:Hz | ), on a
[ex]|, o < 1+ CA) e + CAL. (4.60)

En se souvenant que 1 4+ x < e*, on montre par récurrence que

N-—1
[eX] e < (14 CAON|[e% ]|, + CAL Y™ (14 CAL)"

n=0
< (14 CAON |||, + At((1 + CAHN — 1)

< (14 AN e | + At 1),

(4.61)
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Posons C = eClmaz

suivante

— 1. Comme ||eOZHLoo = 0, on a finalement pour tout n = 0,..., N lestimation d’erreur

el < CAL (4.62)

Considérons maintenant les poids. La solution exacte W vérifie

tn+1 S ZW tn+1 ils

lez
gl
il 1 - 1 il n A .
— e—(gl-ﬁ-;)Ath(tn) + = / e—(?l-i-%)(t +1_t)./\/ll(tn) dt ezls +qn(8)
lez T n
tn+1
¢ At 1 ntl_ et — ¢ ttt—¢
= e_ATW(t",s - —)+ - / P t./\/t(t",s - Z(t", s — ——)) dt + ¢"(s)
€ T € €
t’!‘L
(4.63)
avec ¢"(s) erreur de troncature
tn+1
1 il 1yt ils
HOESDY / e EENET0 (Mg, (&) dt |
1€z \ in 64
(4.64)
1 1 n tn+1 - t
== / e 0 MMz (6 s — ——— ) dt
T €
t’ﬂ.
De la méme fagon, le schéma s’écrit
tn+l
: At 1 ety tnt—t ¢
Wntl(s) = e*ATW"(s - —)+ - / e Mt s——— Z"(s— ——)) dt (4.65)
€ T € €
tn
En notant AM"(s) = M(t", s — tnt*t,Z(t”, s— tnt*t)) —M(t", s — th*t ,Z™(s &)), Perreur s’écrit
alors
tn+l
t At 1 ntl_y
l(s) = e ey (s - Sy 1 / e~ S AMM(s) dt + ¢"(s) (4.66)
€ T
t’”
Or on a la majoration suivante
gt
1 o N .Y
C [ e AN at) < oMl b e S
in (4.67)
A2 At
< 10z ML C——po(—)
L’erreur de troncature vérifie la majoration suivante
tn+1
1 1l n
@ < oMzl [T
tTI (4-68)
At? At
< foMzl, 5o ().
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On pose D = max(||d;Mz|| o, [02M] . C)

n Aty g ~ At? At At
et o) < & F (ol + DS oo () 4 (5]

T (4.69)
< e el (s)ll oo + D [At(l —e ) H (At —T(1— e—%))]
Par récurrence, on a
N-1 N
At ~ At At At
ledoll o < €5 flebyll o + D [Ab(1— e 5) + (At = (1= e 5))] 3 (%)
n=0
t ~ t t 1— 7t7rff(m
<N e+ DAL - ) 4 (At (1) S (4.70)
t =~ tmax At
<N e+ Do) (a0 B )
—e
On a0 < 1_2_2 —1 < z pour z > 0. On en déduit que ; A_t& — 7 < At. Posons D = 2D. Comme
He?,VHLOO =0, on a finalement pour tout n =0, ..., N
el e < D(1— e )AL (4.71)

Il reste & montrer 'uniforme précision par rapport a € et 7. Autrement dit, les constantes C et D ne doivent
pas dépendre (a4 une majoration prés) de ces deux paramétres. De par leur définition, les constantes ne
dépendent que de ||0yHz] o, |0Mz] 0o, [102H] foos |[02M] . On & OHz = OH + 0:Z202H et donc
10Hz] oo < 10H]| oo + 10t 2] o |02H]| oo - De meéme, |0:Mz]| o0 < [0:M|poc + |00 2] Lo |102M]| oo -
Par hypothése, H et M ainsi que leur dérivées sont uniformément bornées. Il faut donc que [|0: 2|« le soit
également pour conclure. Z vérifie

O Z(t,s) + é@SZ(t, s) =H(t,s, Z(t,s)),

(4.72)
Z(O, S) = Zo.
On pose Z= 0: Z. 11 vérifie
- 1~ -
O Z(t,s) + g@sZ(t, s) = OH(t, s, Z(t,8)) + Z(t, 8)0zH(t, s, Z(t,s)), (4.73)
Z(0,5) = H(0, 5, Zo).
On pose Y(t,s) = Z(t,s + L) et Y(t,s) = Z(t, s+ 1). 1l vérifie alors
~ t ~ t
(ity(ta 5) = atH(ta 5+ 2 Y(ta S)) + Y(tv S)aZH(ta s+ 2’ Y(ta 5))a (474)
Y (0,s) = H(0,s, Zo).
Par conséquent, | 2|, = [|Y | < |||~ avec H uniformément bornée. Une intégration entre 0 et ¢ donne
alors
/ 0 / 0
Yt ) = H(0, 5, Zo) + /am(o, 5+ 0¥ (6,5)) 0+ /17(0, $OH(E, 5+ 2,V (0,5)) 0. (4.75)
0 0
En majorant
t
F(t.5)] < 1%l + 0kl + [ [Tt 0z . (4.76)
0
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On applique enfin le lemme de Gronwall pour conclure
10021 = || 7], < Ul + 002 ) exp(tOZ ). (4.77)

O

_tmax

Remarque. Le terme (1 —e~ "7 ) dans la définition de D indique que plus T est grand et plus Uerreur est
faible. Le schéma devient exact lorsque T = 400, ¢’est-a-dire lorsqu’il n’y a pas de collisions. Dans ce cas, les
potids restent constants.

Remarque. Pour les ordres supérieurs, il faut préparer la condition initiale afin d’obtenir la convergence
uniformément précise.

Pour le schéma d’ordre 2, toujours dans le cadre EDO, on a le théoréme suivant

Théoréme 6. (Estimation L™ dans le cadre EDO : extension & l’ordre 2)

Dans le cadre EDO, ’extension a l’ordre 2 en temps du schéma semi-discret cinétique vérifie les majorations
suivantes : st la condition initiale Z(0,s) vérifie la préparation alors il existe des constantes C et D
indépendantes de € et T telles que pour tout n,

el - < CAL,

(4.78)
lefyll e < D(L—e™ )AL,
avec €% (s) = Z(t",s) — Z"(s) et e}, (s) = W(t",s) — W"(s).
Démonstration. Avec les mémes arguments que I'ordre 1, on peut montrer que
%]l < CAL, (4.79)

ot la constante C' dépend de |0z H|| - et ||0FHz]|, ..
Pour les poids, en utilisant également les mémes arguments, on a la relation de récurrence suivante

~ At3 At 5 At At
et o < e F eyl + B feo (5) 4 3 (2] + ()] (150)

ot la constante D dépend de |0z M]| [« et H@f/\/lg”mo. Par récurrence on montre que

N — tmaz = A At\ 5 (At AE\] 1 —e 5
HeWHLO" S eVVHLOQ +D7 ®o +§<)01 - +§02 — T At
! T/l e (4.81)
2 pa—
< e eyl e + D= e [At? +77 - gTAt + M}
—e T
On montre que z? + 1 — %z + fi‘j < 422 pour z > 0. On en déduira alors que
el < e el oo + DO — e )M, (4.82)

et en posant D = 4D et He?/vHLm = 0, on obtiendra la majoration souhaitée. Soit z > 0. Montrer 'inégalité

24+1-52+4 f’iﬁi < 42% est équivalent 4 montrer que la fonction f(z) = (1—e *)(1— 22 —32%) + (322 — 2)
est négative. Pour cela, on étudie les variations de f. Ses deux premiéres dérivées sont

7 7 7
fl(z)=e (=322 + 24+ =) — =,
13 202 (4.83)
f(z) =327 (2 = )

Pour f’, on a les variations suivantes
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z 0 % +00
1 (x) 0 - 0 +
0 .7
2
f'(@)
F(%)
On en déduit que f'(z) est négative. Pour f, on a donc les variations suivantes
z 0 +o0o
f'(x) 0 -
0
f(x)

On conclut alors que f est négative.

Les constantes C' et D dépendent des quantités ||0zH ||, [[02M|| [, H@f%g”Lw et H@fMgHLw. Les deux
premiéres sont uniformément bornées en € et 7 par hypothése de régularité sur H et M. Les deux derniéres
sont uniformément bornées si 9;Z et 97 Z le sont, ce qui est le cas si la condition initiale sur Z est préparée.
L’argument utilisé est le méme qu’a l'ordre 1. Plus de détails sur la préparation dans [2-8].

O
Théoréme 7. (Conservation de la masse dans le cas continu)
N, N,
Si pour tout t,s € R on a Y, Wy(t,s) = > Myp(t,s) alors
p=1 p=1
N, ; N,
Z Wy(t,s + g) = Z Wp(0,s),Vt, s. (4.84)
p=1 p=1

En particulier, si s =0 on a

Np N,
D wpt) = wy(0), . (4.85)
p=1 p=1
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). W, vérifie ’équation

NP NP
Démonstration. Notons KC(t,s) := > Wy(t,s) = > Myp(t,s
p= p=1
1 1
ath + g@st == ; (Mp - Wp) . (486)
En sommant sur p, IC vérifie I’équation de transport linéaire a vitesse constante suivante
1
0K + g(‘?le =0. (4.87)
1l suffit de poser Y (t,s) = K(t,s + ) et constater que 9,Y = 0 pour conclure. O
Théoréme 8. (Conservation de la masse pour le schéma semi-discret cinétique)
N,
Sous Uhypothese pour tout s,n, > Wi(s) = Y M} (s), le schéma numérique semi-discret
p=1
t'n.+1
n+1 — At an At 1 Lgntl—t) p qn n+1
Wy (s)=e = Wy(s — ?) + - e M (s (" —t)) dt (4.88)
t’l’L
vérifie pour tout s,n
N, N N,
DS Wp(s+ =) =>_Wi(s) (4.89)
p=1 p=1
En particulier, si s =0 on a pour tout n
Np NP
Zw;j = pr (4.90)
p=1 p=1
NP
Démonstration. Posons K™(s) = Y W} (s). La condition initiale constante vérifie Wy (s) = w,(0). Par consé-
p=1
Np
quent, la condition initiale K°(s) wp(0) est constante également. Sous ’hypothése du théoréme, K" (s)
p=1
(4.91)

vérifie le schéma suivant
gt
At 1
K:n-‘rl —e T (s— =2 -
() = e ¥ K5 — =) + -
t’ﬂ.

Etant donné que K°(s) est constant, on montre aisément par récurrence que pour tout n, K™(s) est constant

de méme constante, ce qui prouve le théoréme
Pour traiter les deux autres moments et assurer une certaine consistance avec le cas ou f est une densité

continue, il faut également imposer pour tout n, k
NP

NP

n,kyrn,k __ n,ky n,k
ZWP Vp _ZMP Vp
p=1 p=1

an” v ZW’ v

n 1
/ e RN (s - (1" 1)) dt

O

(4.92)

Ceci peut étre montré avec un calcul similaire & celui effectué dans le cas de la masse
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4.5 Remarques sur 'implémentation

Le calcul des moments présentés dans les parties précédentes implique une complexité algorithmique en
O(Nﬁ), ce qui est trop important. De plus, dans 'optique du couplage avec les équations de Maxwell, on
souhaite définir les moments sur un maillage 3D en espace. Pour ces raisons, on calcule les moments par
un processus de projection/interpolation. Autrement dit, on calcule les moments sur une grille (projection)
puis on les interpole & la position des particules. On précise également dans cette partie comment assurer
la conservation de la masse, comment traiter les conditions périodiques, comment initialiser les particules et
comment régulariser la densité.

Projection
On commence par créer un maillage 3D cartésien de la variable d’espace x. Les cellules sont des cubes de
coté Az. Les cellules doivent étre suffisamment grandes pour contenir plusieurs particules. Notons (i, iy,is)
les sommets de chaque cellule. Pour la régularisation en espace dans le calcul des moments, on utilise ici une
B-spline d’ordre 1. Autrement dit, si x = (1, 22, x3), alors ¥(x) = S(x1)S(x2)S(x3) avec

1
S(y) = E(l - %) si |y| < Az,

0 sinon.

(4.93)

Du fait de la séparation des échelles, on a une variable s supplémentaire. Par conséquent, il faut calculer une
Maxwellienne (et donc les moments) pour chaque point s de discrétisation de cette variable et pour chaque
point x;, ;, i, du maillage. On procéde de la maniére suivante : Pour chaque k et pour chaque moment,
on initialise & 0 un tableau défini sur le maillage : mglk,i1,42,i3] = 0, (m11, M2, m13)[k,i1,02,43] = 0,
malk,i1,i2,43] = 0. On fait une boucle sur chaque particule p et chaque point de discrétisation si. Le noyau
de régularisation choisi ¥ implique qu'une particule contribue seulement aux 8 sommets de la cellule dans
laquelle elle se trouve. Sur ces 8 points, on ajoute la contribution aux moments de la particule p au point de
discrétisation sy, :

mo[ka Z.17 i2a Z3] < mo[k, ila i27 13} + W£7k¢(xil,iz,i3 - X(Sk? Zg’k)) (494)

Interpolation
On interpole maintenant les moments en la position des particules. Comme les cellues sont cubiques (8 som-
mets), on peut utiliser une interpolation par des polynémes homogeénes de degré 1, c’est-a-dire des polynomes
de la forme

p(z,y,2) = a1z + agy + a3z + ayxy + asrz + agyz + arryz + ag,  (a;); € RS, (4.95)

Une fois que les moments sont connus sur la position des particules en chaque point de discrétisation s, on
calcule (N,U,T) puis la Maxwellienne M. Pour cela, il suffit d’inverser le systéme

mo=mn
my = nu avec my = (M1, M12,M13) (4.96)
Gy
mog =n(— + =
? 2 2

Conservation de la masse

NP p

Le théoréme E indique que la masse est conservée si pour tout n,k on a »_ W;“k =y M;}’k. Il n’y aucune
p=1 p=1

raison pour que cette égalité soit respectée. Lors du calcul des poids de la Maxwellienne, de nombreuses

approximations sont faites (régularisation, projection et interpolation). Pour assurer cette égalité, on corrige
NP

les poids de la Maxwellienne de la fagon suivante. On calcule la correction A} = Nip > (ng — M;L’k). On
p=1

corrige ensuite les poids de la Maxwellienne /\/l;“k — M™* 4+ A Pour les autres moments, modifier les poids

de la Maxwellienne pour assurer en plus les égalités (4.92)) se révele plus compliqué. Aucune solution n’a été

trouvée durant ce stage.

32



Condition aux bords périodiques
On considére des conditions aux bords périodiques en espace. (pas de conditions aux bords en vitesse). Ap-
pliquer des conditions aux bords périodiques pour une méthode particulaire signifie que lorsque une particule
sort du domaine par un bord, on la replace sur le bord opposé. Ces conditions aux bords doivent étre appli-
quées dans le jeu de variables non-filtrées z puisque celui-ci correspond aux positions et vitesses physiques
des particules. Le schéma numérique fonctionnant sur le jeu de variables filtrées Z et en Fourier, il peut étre
contraignant d’appliquer ces conditions. Toutefois, les particules n’interagissant entre elles qu’au moyen du
terme source, on peut appliquer les conditions aux bords seulement lors de la projection des moments sur le
maillage. On n’a alors pas besoin de replacer les particules a chaque itération. Il faut toutefois le faire lorsque
le temps final est atteint : on évalue la solution en s = g et on effectue le changement de variable pour passer
en non-filtré. On replace alors les particules dans le domaine.

Initialisation des particules
Il existe de nombreuses fagons de placer les particules a I'initialisation. On décrit la méthode utilisée dans ce
travail. On crée une grille cartésienne en espace et en vitesse. Comme fo(x,-) est a décroissance rapide, et
que le domaine est borné en espace, la quasi-totalité de la masse est contenue dans un pavé de ’espace des
phases. On considére notamment le pavé (Z,v) € [—2,2]°, x5 € [0, 1]. On place alors une grille réguliére sur ce
pavé, délimitant des cellules et on place une particule (z,,v,) au centre de chacune des cellules C),. Le poids
de la particule wy, est initialisé par une approximation de la masse de la densité sur la cellule C), :

wp = Vol(Cp) fo(zp, vp) = /fo(:n,v) dz dv. (4.97)
Cyp

Pour le pavé considéré, posons N le nombre de cellules dans la dimension de x3 et 4N le nombre de cellules
dans les autres dimensions. On a ainsi N, := 1024N® = N x (4N)® particules et les volumes Vol(C,) =
Vol([0,1] x [-2,2]%)/N,, sont tous égaux.

Régularisation de la densité & la fin
Les méthodes particulaires calculent une somme de masses de Dirac. Sil’on souhaite avoir une densité continue,
on doit régulariser les masses de Dirac en espace et en vitesse en utilisant un noyau de régularisation 1 adapté.
La densité continue au temps final ¢,,,, = NAt s’écrit alors

NP
FN(0) = w (@ —a) ) — ). (4.98)
p=1
Encore une fois, le noyau de régularisation choisi est une B-spline.

4.6 Modéle gyrofluide
On discrétise le modéle fluide (3.6 par un schéma HLL. Celui-ci s’écrit

Wit —wr - 2 (FH% - FF%) + AtST,
Si = S(W}),
b,»LJr% =min(Us; — ¢, Uz iq1 — Cit1)s

bi% = HlaX(Ugﬂ' + Ci, U37i+1 —+ Ci+1)7
: L

F(W;)si0< bi+%,

bﬁ%F(Wi)—ber%F(WHl) bﬁr%bR

(4.99)

_ itz - R
FiJr%— bR bl +bR L (Wi+1—wi) Slbi+%<0<bi+%’
i+3 i+3 i+3 i+3

F(Wiy) si bﬁ% <0.

On discrétise le champ électrique par E* = E(t"). Le domaine spatial [Zmin, Tmaz] est discrétisé uniformément
en N cellules de longueur Az = %(xm,m — Zmin)- Le choix du pas de temps At est contraint par la condition
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CFL suivante . n
A= m?X(|bi+%|u |bz+% |>7
Az (4.100)
At < —.
- 2)
Rappelons qu’on utilise les variables conservatives dans le schéma numérique. On présentera cependant
les résultats avec les variables primitives. Des conversions de W vers U seront faites dans la suite sans étre
précisées.

5 Vérifications numériques

Dans cette partie, on vérifie le code et on vérifie numériquement les propriétés des schémas développés
précédemment. On commence par vérifier le code sur le modéle gyrofluide de deux fagons différentes : avec le
systéme linéarisé et avec les problémes de Riemann. On présente ensuite la trajectoire d’une particule calculée
a laide du schéma discret cinétique. Aprés ga, on illustre la convergence en ¢, le caractére uniformément précis
et la convergence en 7.

5.1 Systéme linéarisé

Notons U, la solution calculée numériquement & t = t,,,44, U la solution exacte et U + hU* la solution
du systéme linéarisé. Pour les deux derniéres, on les suppose discrétisées sur le méme maillage que U,y €t
prises & t = t;,42. Le schéma étant d’ordre 1 en espace et en temps, on a

U = Upuml|l o = O(Az + At). (5.1)

D’aprés le Théoréme 7?7 on a o
U +hU* —UJ|_ = O(h). (5.2)
Posons ¢, = Hﬁ+ hU* — U"umHoo' Cette erreur est majorée par les deux sources d’erreurs ci-dessus. Par

conséquent, si on trace le logarithme de 'erreur en fonction du logarithme de h a Ax fixé, on doit observer
une droite de pente 1 lorsque ’erreur est dominante (pour h grand), et on doit observer un plateau
lorsque est dominante (pour h petit).

Tragons cette courbe pour Z,in = —5.0, Timaz = 5.0, N = 500, t;ne = 0.75. On pose la solution station-
naire U = (1.0,1.0,1.0,1.0,1.0,10.0,100.0). La perturbation U* est choisie nulle exceptée pour n*, ot l’on
choisit une petite bosse centrée en 0 :

=z .
W (Xt =0)=4¢ " siXsl <1, (5.3)
0 sinon.

La figure présente le graphe de e, en fonction de h en échelle logarithmique. On observe bien le profil de
courbe attendu. Les figures ,, présentent (en bleu) le graphe de la solution du systéme linéarisé
autour de U pour h = 0.1 & t = t,,qe pour les variables n, Us et K. Les autres courbes représentent
la solution calculée par le solveur HLL. On voit que les courbes ont le méme profil. Certaines ondes sont
cependant décalées et les amplitudes sont différentes. La solution du systéme linéarisé donne toutefois une
bonne approximation de 1’évolution de la perturbation U* au cours du temps.
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—— courbe d'erreur
—— droite de pente 1

log(err)

-5 -4 -3 -2 -1 0
log(h)

FIGURE 2 - log(ey) en fonction de log(h)

n num hil + U3 num hll
1.020 — nlinex 1.03{ — U3 lin ex
1.02
1.015
1.014
c 5 1.00
1.010 >
0.99
1.005 0.98
0.97
1.000
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
X3 X3
(a) n (b) Us
10.075
Knum hil
100504 —— Klin ex
10.025
10.000
9.975
¥
9.950
9.925
9.900
9.875
-4 -2 0 2 4
X3
() K

FIGURE 3 — Propagation d’onde : solution du systéme linéarisé et solution numeérique.
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5.2 Probléme de Riemann

Grace a ’étude faite dans la partie on peut trouver des problémes de Riemann dont on connait la
solution. Supposons E = 0 et posons Z,in = —5.0, Tinazr = 5.0, N = 1000, t,,4 = 0.75.
A_-choc : Soit W, et Wg définis par

W, = (1.0,2.0,3.0,1.0,5.0,6.0, 10.0, 10.0), Wr = (1.5,2.0,3.0, Usg, 5.0, 6.0, K5, 10.0) (5.4)

avec Usp = —0.1856913310262825 et K = 12.43418247461354 déterminés a ’aide d’un algorithme de New-
ton. Ces deux états sont séparés par un A_-choc, dont on connait ’expression analytique. Sur les figures
les courbes bleues représentent la solution exacte du probléme de Riemann. Les autres courbes représentent
la solution numérique calculée & ’aide du schéma HLL. On peut observer que le choc est bien capturé par
le schéma sur les variables n, U3 et K. Les autres variables étant conservées au travers du choc, elles restent
constantes.

n 5 le=12+3 u2 le-11+5 Y1 K
1.5 —_— h2.5
0.4
2 -
1.4 n2.0 4
1 0.2 1
1.3 n1.5
( | EESSESeeeees——— | (. | SSSSSSS——
1.2 11.0
17 Lo.2
1.1 10.5
_2 .
10.4
1.0 . 10.0
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5 -5 0 5
ul us 0.6 -Le=11+6 Y2 10 leclltlel G
2.104 1.0 4 1 : !
084 0.4
2.05 A 1 0.5
0.6 0.2
2.00 | TSSSSe———— 0.4 ] 0.0 | ——eeeessm——- (.0 - -
0.2 1 10.2
1.95 - L0.5
0.0 4 1 0.4
K 4 I 4 —
190 : 1021, . 0.6 1+ : 110l
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5 -5 0 5

FIGURE 4 — A_-choc en variables primitives

onde de contact : Soit W, et W g définis par

W, = (1.0,2.0,3.0,1.0,5.0,6.0, 10.0, 10.0), W5 = (ng,2.0,3.0,1.0,5.0,6.0,12.0, 10.0) (5.5)

avec ng = 0.8537333371021274 déterminé a l'aide de 'invariant de Riemann nf (ng = ng g—;). Ces deux états
sont séparés par une onde de contact, dont on connait I'expression analytique. Sur les figures [5a] les courbes
bleues représentent la solution exacte du probléme de Riemann. Les autres courbes représentent la solution
numérique calculée a ’aide du schéma HLL. On observe que la discontinuité est bien prise en compte sur les
variables n et K. Les autres variables restent constantes. On observe cependant que U n’est pas totalement
constante (variation de I'odre de 10~%) alors que c’est un invariant de Riemann pour une onde de contact.
De méme, la figure [5b| représentant 'invariant de Riemann n# ne montre pas une courbe constante (variation
de I'ordre de 10~* également). Cela est probablement di au fait que des petites erreurs numériques dans le
calcul de W, et Wx font qu’ils ne sont pas exactement séparés par une onde de contact. Ceci implique la
présence d’autres ondes ot Us et nf ne sont pas invariants. Les erreurs de l'ordre de 10~ restent toutefois
assez petites pour valider le code.
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n 3 le-12+3 u2 le-11+5 Y1 K
1.000 12,0
0.4
09751 21
0.2 1.5
0.950 11
0.925 04 0.0 11.0
0.900 1
—0.21 105
0.875 _24
—0.4
0.850 1 T T T T T -3 T T T T T T T T T 100 T T T
-4 2 0o 2 4 -4 2 0o 2 4 -4 -2 o0 4 -4 -2 o0
_ u1 u3 _ Y2 _ G
> le—12+2 +1 0.6 le-11+6 10 le—11+1lel
0.p0015 A
0.4
N 0.00010 05
0.00005 - 0.2
01 .p0000 - 0.0 ~0.0
~0.p0005 4 0.2
-14 -0.5
-0.p0010 _04d
-2 - - - - —0-p0015 1 - - - - -0.6 - - - - - -1.0 - - - - -
-4 2 0o 2 4 -4 2 0o 2 4 -4 -2 0o 2 4 -4 -2 0o 2 4
(a) contact en variables primitives
+ ntheta lin ex
+
5.1941 A +
* b
¥ +
H
+ +
+ +
5.1940 4 + +
© +
© M +
< + +
et +
c +
+ +
5.1939 - + ¥
+
H +
+
+ +
+ I
+
5.1938 A
T T T T T
-4 -2 0 2 4

(b) invariant de Riemann nf

FIGURE 5 — Onde de contact

5.3 Trajectoire pour une particule

On présente des solutions calculées & 'aide du schéma discret cinétique pour une particule. On se place
donc dans le cadre EDO. Les paramétres considérés sont les suivants

tmaz = 1.0,

At

1074,

(z1 + x3) cos(t)

E(t,x) = T179 sin(t) , (5.6)
—a2e "’
N,=16, 20 =[0.0,0.0,0.0,0.5,05,1.5, wo=10. (5.7
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La maxwellienne est remplacée par la fonction suivante
2 2
m(t,z,v) =t + ||z + [Jo]]" (5.8)

La figure [] présente la solution numérique de z calculée a 'aide du schéma discret cinétique pour € = 0.01.
Ici, 7 ne joue aucun roéle. Les courbes bleues représentent z, la solution en variable non-filtrée tandis que les
courbes oranges représentent Z, la solution en variable filtrée. Pour x3 et v3 les courbes sont confondues car
le changement de variable n’affecte pas ces deux variables. Pour les autres, les oscillations principales sont
filtrées. Les courbes oranges oscillent légérement : ce sont des oscillations secondaires.

eps = 0.01
x1(t) X2(t) x3(t)
1.0 1 0.0 1.00 -
- - [T N
05 0.5 S 0.75 -
] [l o.50
0.0' ‘\\\_\\ —15'
\‘\.\\\\ - 0.25 A
-0.5 AN '
0.00 -
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
vi(t) va(t) v3(t)
»f’//,f, 1.4
o.s-l“““ o5 A
NVINININIRiS 121
0.0 0.0
1.0
051 =051 0.8 —— 2 (noniltré)
| —— Z(filtré)
_1,0 T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0

FIGURE 6 — Evolution d’une trajectoire (z,v) en fonction du temps en variable filtré et non-filtré

La figure[7] présente les mémes trajectoires que la figure précédente en variable non-filtrée pour deux valeurs
de At différentes. La courbe bleue présente la trajectoire calculée par le schéma avec un pas de temps At bien
inférieur & ¢ (on rappelle que e paramétrise la fréquence des oscillations). Les croix rouges représentent la
trajectoire pour un pas de temps supérieur a €. On voit que méme dans le deuxiéme cas, les oscillations sont
bien capturés par le schéma (les croix rouges tombent sur la courbe bleue). C’est dii au caractére uniformément
précis du schéma. Un schéma classique aurait une erreur en O (%) imposant de prendre un At plus petit
que € pour avoir une erreur raisonnable. Cependant ici, ’erreur ne dépend pas de € : 'erreur est raisonnable
méme pour des At plus grand que €.
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eps = 0.01

X]_(t) X2(t)
1ol ﬂ M ﬂ 0.044 ‘
—0.5 1 | \
0.5 -
~1.09 |
T T ]
0.0 - u u U i —1.5 :
-2.0-
~0.5 - i
000 025 050 075 1.00 000 025 050 075 1.00
v1(t) vo(t)
—— dt = 0,0001 1
0.5 Mﬂ 0.5 LB 08 ” M _
0.0 - 4 0.0 -
—0.5 - u H ~0.5 U H U
000 025 050 075 1.00 000 025 050 075 1.00

FIGURE 7 — Evolution d’une trajectoire (Z,7) en fonction du temps pour deux At différents

La figure [§ présente la solution numérique de w calculée & 'aide du schéma cinétique discret pour € €

{0.01,0.0025} et 7 € {1,0.1,0.01}.

Elle présente également le poids M associé & m pour ces différents . On illustre la convergence du poids
w vers le poids M sur la ﬁgure Pour tout 7, on observe un "rapprochement" exponentiel de w(t) vers M(t)
au cours du temps. On ne peut pas parler de convergence puisque le poids w(t) est en retard par rapport au
poids M (t) et puisque Pamplitude des oscillations de M (t) n’est pas capturée par w(t). Plus 7 est petit, plus
le "rapprochement"” est rapide et mieux les oscillations de M(t) sont capturées par m(t). A contrario, plus e

est petit, plus les oscillations de M(t) sont grandes et w(t) a plus de difficultés a les capturer.

39



eps = 0.01 eps = 0.0025

10 A

8 .

4 -
_— — M(t)

2 — w(t), tau = 0.01 2 — w(t), tau = 0.01
— w(t),tau=0.1 — w(t), tau=0.1
— w(t),tau=1 — w(t), tau=1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 8 — Evolution des poids en fonction du temps

5.4 Limite ¢ — 0
On souhaite illustrer numériquement le théoréme [@] dans le cadre EDO. Pour cela, on ne considére qu’une
seule particule et on se donne la Maxwellienne suivante
_g/p _lvzut=)?
M(t,z,v) =n(t,x)2nT(t,z)) > e EE (5.9)

avec
n(t,x) =1+ 0.8(t + cos(z1)),

U(t, .’E) = (Z’g,(EQ,.’El), (510)
T(t,z) = 0.5+ t2.

On considére le champ électrique suivant

(x1 + x3) cos(t)

E(t,x) = T1728in(t) , (5.11)
—x%e‘tz
ainsi que les parameétres suivants
tmaz = 1.0, Zy =10,0,0,0.5,0.5,1.5], wo =1, Ny = 16. (5.12)

Notons (Zliy?l,WlfyZ) la solution numérique filtrée du schéma discret cinétique et (Zg,,,, Wayy,) 1a solu-

tion numérique du schéma discret gyrocinétique au temps t"™. On trace en échelle logarithmique les erreurs

en _ mn gn n : —k
‘Zkyn Zgyro o (erreur sur Z) et Hka“ Wairo . (erreur sur W) en fonction de At € {2 }k:S,..,IO’

€€ {10_k}k=0 g avec 7 = 1.0 fixé. La figure [9| représente l'erreur sur Z en fonction de At et e. Elle montre

que erreur sur Z décroit en O(g) vers 0 tout en étant insensible & At. Notons qu’au niveau continu, le modéle
gyrocinétique est une approximation du modéle cinétique en O(e). Si on note Z=™ et Z™ respectivement les
solutions exactes du modéle cinétique et gyrocinétique au temps ¢, on peut décomposer ’erreur comme suit

ZE;:; — Zgyro = (Zli;; _ Za,n) + (Za,n o Zn) + (Zn o Zgyro) (513)
—_— v —
o(AL) O(e) O(At)
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Les schémas étant identiques a e = 0, les erreurs en At se compensent. Il ne reste alors que lerreur O(e).
On observe le méme phénomeéne pour les mémes raisons sur la figure représentant 'erreur sur W en
fonction de At et €. On a ainsi bien montré la convergence du schéma discret cinétique vers le schéma discret
gyrocinétique. On a également montré que lerreur en O(g) entre les deux modeéles est conservée au niveau
discret.

1007 m - = = = = = = 10°{ —m— dt=0.125
" " " " " " " u —m— dt=0.0625
= dt=0.03125
10-2 | = " " - — Lo-2 | = dt=0015625
—=— dt=0.0078125
e e e T — = dt=0.00390625
- = - - - _ _ —#- dt=0.001953125
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FIGURE 9 — Erreur sur Z en fonction de At et ¢
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FIGURE 10 — Erreur sur W en fonction de At et ¢ & 7 = 1.0 fixé

5.5 Convergence et uniforme précision du schéma discret cinétique

Dans cette partie, on souhaite vérifier numériquement les ordres de convergence et le caractére uniformé-
ment précis en € et 7 démontré dans le théoreme 5] On se place dans le cadre EDO et on considére les mémes
paramétres que dans ’étude ¢ — 0, c’est-a-dire

_lv—u(t,@)|?
2

M(t,z,v) = n(t,x) 2nT(t, x) "3 e 2, (5.14)
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avec

n(t,z) =1+ 0.8(t + cos(z1)),
u(t,:z:) - ($37z23x1)a (515)
T(t,r) = 0.5+ %

(z1 + x3) cos(t)

E(t,z) = Tixgsin(t) | . (5.16)
2
—x3e~t
tmaz = 1.0, Zy =10,0,0,0.5,0.5,1.5], wo =1, N, = 16. (5.17)

Notons (Zliy?l, Wlfy;") la solution numérique filtrée du schéma discret cinétique. On souhaite tracer 'erreur

entre la solution numérique et la solution exacte. Cependant, on ne connait pas cette derniére. On suppose

donc que le schéma discret cinétique est convergent et on calcule une solution de référence (Z27, W ") avec

un pas de temps At = 2714 plus petit que ceux qu’on considére pour I’étude. On suppose alors que ’erreur
commise avec la solution exacte est négligeable : la solution de référence joue alors le réle de la solution exacte.

‘ (erreur sur Z) et HW‘E’T’" AV
lOO

. . . . e,n £,n
On trace en échelle logarithmique les erreurs ‘ Zy. =24 lyn ot

kyn ref

l (erreur

sur W) en fonction de At € {2_k}k=37“713, €€ {10_’“}]6:07“79 avec T € {10_k}k=07__79. Pour comprendre les
courbes qui vont suivre, on peut faire une décomposition de I’erreur. Si on note Z°™ la solution exacte du
modéle cinétique au temps t", on peut faire la décomposition suivante

&,n €,n = &,n £,n e,n e,n
Zkyn - Zref - (Zkyn -7 ) + (Z - Zref ) (518)
———
D —— —
O(At) uniformément précis O(At) négligeable

On peut faire une décomposition identique pour 'erreur sur W.

Les figures [T1] et [T2]représentent respectivement lerreur sur Z et sur W en fonction de At et € a 7 = 1 fixé.
Elles montrent que Perreur décroit vers 0 a 'ordre 1 en temps pour toutes valeurs de €. Le fait que lerreur
reste globalement constante en fonction de ¢ justifie 'uniforme précision pour ce parameétre. Les fluctuations
aux alentours de € € [1074,1] sont trés légéres et ne remettent pas en cause le caractére uniformément précis
en €.

Puisque Z ne dépend pas 7, on regarde 'asymptotique pour ce paramétre seulement sur W. La figure [I3]
représente 'erreur sur W en fonction de At et 7 a e = 1 fixé. Elle montre que l'erreur décroit vers 0 & ’ordre
1 en temps pour toutes valeurs de 7. A At fixé, on remarque que l'erreur s’approche exponentiellement vite
d’un plafond lorsque 7 diminue. C’est la traduction du terme 1 — e~*me=/7 dans la majoration de lerreur sur
W. Le fait que chaque courbe soit majorée par un plafond constant montre le caractére uniformément précis
du schéma pour ce parameétre. Lorsque At est trés petit, I'ordre est légérement plus élevé que 1. C’est di au
fait que At devient trés proche de At. Par conséquent, erreur en O(At) n’est plus tellement négligeable et
des compensations entre les deux erreurs surviennent, diminuant I’erreur totale.
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FIGURE 11 — Erreur sur Z en fonction de At et ¢
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FIGURE 12 — Erreur sur W en fonction de At et ¢ & 7 = 1.0 fixé
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(a) Erreur en fonction de At pour plusieurs 7 (b) Erreur en fonction de 7 pour plusieurs At

FIGURE 13 — Erreur sur W en fonction de At et 7 4 ¢ = 1.0 fixé

Intéressons nous maintenant a 'extension a 'ordre 2 de ce schéma. On effectue la méme étude que pour
lordre 1. Afin de garantir 'uniforme précision pour les valeurs intermédiaires de €, la donnée initiale doit
étre préparée. Dans le cadre EDO, les termes sources ne dépendant que de Zy, il suffit de seulement préparer
le condition initiale Z(0,s) avec la formule (4.30). L’intégrale entre 0 et s y est discrétisée a l'aide d’'une
méthode des rectangles. Les figures 1} montrent les erreurs sur Z et W en fonction de At, € et 7
pour le schéma & l'ordre 2 sans préparation de la condition initiale. Pour la figure , la préparation de la
condition initiale ne joue aucun réle puisque ¢ = 1. Les figures —— montrent la méme chose mais
avec préparation de la condition initiale. On voit ainsi clairement 'importance de la préparation pour garantir
le caractére uniformément précis. En effet, sans préparation, on observe une perte de précision importante
pour les € intermédiaires. Avec préparation, on observe bien une convergence 4 ’ordre 2 uniformément précise
pour lerreur sur Z. La convergence a ’ordre 2 est plus discutable pour 'erreur sur W. En effet, 'ordre semble
étre 1 avant de basculer a 2, avec une bascule d’autant plus tardive que 7 est petit. Cela ne remet pas en
cause le théoréme [6] puisque les courbes peuvent étre majorées par une droite de pente 2 mais cela suggeére
qu’une analyse plus fine peut étre effectuée pour la majoration de I'erreur.
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(a) Erreur en fonction de At pour plusieurs e (b) Erreur en fonction de € pour plusieurs At

FIGURE 14 — Erreur sur Z en fonction de At et €, & 'ordre 2, sans préparation de la CI
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FIGURE 15 — Erreur sur W en fonction de At et £ & 7 = 1.0 fixé, a 'ordre 2, sans préparation de la CI
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FIGURE 16 — Erreur sur W en fonction de At et 7 & ¢ = 1.0 fixé, a 'ordre 2, sans préparation de la CI
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FIGURE 17 — Erreur sur Z en fonction
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FIGURE 18 — Erreur sur W en fonction de At et ¢ & 7 = 1.0 fixé, a l'ordre 2, avec préparation de la CI
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FIGURE 19 — Erreur sur W en fonction de At et 7 4 ¢ = 1.0 fixé, a I'ordre 2, avec préparation de la CI

5.6 Limite 7™ — 0

On souhaite maintenant observer numériquement la convergence vers le modéle gyrofluide lorsque ¢ et
7 tendent vers 0. On peut vérifier cette limite de deux fagons différentes. On peut d’un cété vérifier que
le profil de la densité F' converge vers la gyromaxwellienne dont les moments sont donnés par les
solutions du modéle gyrofluide. On peut d’un autre coté calculer les quantités macroscopiques & partir de
la densité F et les comparer aux quantités calculées par le modéle gyrofluide. L’équilibre de ce modéle est
constitué notamment de Maxwellienne dans les directions d’espaces 1, 2, ce qui n’a pas été anticipé durant
ce stage. Pour plus de simplicité, le code utilise des conditions périodiques dans ces directions spatiales ce
qui empéche le résultat de tendre vers une Maxwellienne. Cependant, on peut choisir de prendre un domaine
suffisamment grand pour que la densité soit trés petite au bord du domaine. Ainsi, les bords affecterons
peu la simulation. On considére le domaine (Z,v) € [—2,2]%, 23 € [0,1] pour initialiser les particules, avec
N = 2, soit N, = 65536 particules. On considére le test suivant. Pour observer la qualité de I’approximation
particulaire, on peut faire le test préliminaire suivant. On se donne une gyromawellienne F' constante en X3. On
calcule I'approximation particulaire. Sans faire évoluer les particules, on recalcule les quantités macroscopiques
caractérisant la gyromaxwelienne associées a la densité particulaire régularisé F' := Fiy, * 1. Si les quantités
calculées sont proches des quantités initiales, alors I’approximation est de bonne qualité (et inversement). La
table [2] présente les résultats obtenus

N =2 F F
n 1 0.9906
U [0.1,—0.2,0] | [0.1000, —0.1933,0.0000]
Y (0.3,—0.1] [0.2933, —0.1000]
M 0.2 0.1573
0 0.1 0.0786
Hﬂ—j’a 0.2 0.1573

TABLE 2 — Quantités macroscopiques d’une densité et de son approximation particulaire

On voit que la densité n n’est pas conservée lors de l'initialisation. Ceci est principalement da au fait
que la masse de la gyromaxwellienne a I'extérieur du pavé n’est pas prise en compte lors de l'initialisation.
Cela affecte alors les autres quantités. Les quantités Us et Y; présentent un écart de l'ordre de celui sur

n. Les quantités u,0 et “fee présentent un écart bien plus important. Cela est probablement di & la forte
N
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non-linéarité dans le calcul de ces valeurs. Un petit écart sur le calcul des moments entraine un grand écart
pour ces valeurs.

On souhaite maintenant observer un retour a ’équilibre, c’est-a-dire la convergence d’une densité quel-
conque vers une gyromaxwellienne lorsque € et 7 sont trés petits. Malgré plusieurs essais, je n’ai pas réussi a
montrer cette convergence. Cela peut étre di au fait d’une erreur trop importante a cause du faible nombre
de particules. Le probléme étant en 6 dimensions, les cotits numériques sont trés élevés. N’ayant pas cette
convergence, tenter de montrer que le schéma pour le modéle cinétique et le schéma pour le modéle fluide
donnent des solutions similaires n’aurait pas de sens.

La vérification numérique de I'asymptotique en 7 a été faite en fin de stage, je n’ai pas eu le temps
d’explorer plus en profondeur cet aspect.

6 Conclusion

Durant ce stage, on a montré que 'opérateur Qpgk satisfait des propriétés suffisantes pour que le modéle
cinétique converge avec 7 vers le modéle fluide . On a développé un schéma numérique uniformément
précis en € a l'ordre 1 et 2 en temps pour le modéle cinétique. On a également développé un schéma numérique
a lordre 1 en temps pour le modéle gyrocinétique. On a démontré plusieurs propriétés de ces schémas, telle
que leur asymptotique en €, le caractére uniformément précis ou encore la conservation des moments. On a
également vérifié numériquement certaines de ces propriétés. La convergence en 7 — 0 n’a malheureusement
pas pu étre vérifiée numériquement & cause notamment d’un colt numérique trop important. Il reste a
comprendre la perte d’ordre sur les poids lorsque At est élevé et T est petit. Il reste également & montrer
numériquement 'asymptotique en 7 — 0. Pour cela, plusieurs stratégies peuvent étre imaginés. Cependant,
il est clair qu'une puissance de calcul plus importante que celle utilisée durant ce stage sera nécessaire pour
avoir un résultat satisfaisant. On peut également souhaiter se placer dans un cadre plus général : en reprenant
les calculs de [1], on peut dériver le modéle fluide pour un champ électrique non-uniforme. Un couplage avec
les équations de Maxwell pourra alors étre exploré.
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